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Sammendrag

Ved & analysere bevegelsen til en kule i en U-bane kan friksjonskoeffisienten til samtlige friksjonskrefter bestemmes.
Ved hjelp av et hgyhastighetskamera og numeriske beregninger ble denne bestemt til (2,8 - 1072 4-0,0007)kg/s. Resultatet
betraktes som godt, ettersom de teoretiske verdiene for posisjonen med friksjonskoffisienten innsatt, stemte godt overens
med de malte verdiene for posisjonen. Usikkerheten i resultatet kan skyldes ungyaktighet i malinger.

1. Introduksjon

Dempede svingninger er en fysisk modell som kan be-
skrive mange ulike situasjoner i dagligliv og vitenskap. Et
studie og god forstaelse av en slik modell vil derfor vzere
viktig for personer med ambisjoner om karriere innenfor
mange ulike displiner av vitenskapen.

I denne rapporten skal denne modellen undersgkes. Til
& gjenskape et system med dempede svingninger benyttes
en U-bane og svingningene vil bli gjenskapt ved at et kule-
formet legeme beveger seg i banen. I tillegg til & oppna en
bedre forstaelse for system med dempede svingninger, vil
det endelige mélet med forsgket veere & bestemme friksjons-
koeffisienten til summen av friksjonskreftene som virker pa
legemet.

Ved & analysere legemets bevegelse, kan data om le-
gemets posisjon i banen ved diskrete tidspunkt uthentes.
De eksperimentelle datapunktene vil bli analysert nume-
risk ved Eulers metode for & bestemme kulens bevegelse i
z-retning, og slik kan friksjonskoeffisienten bestemmes.

2. Teori

Ethvert legeme med masse m som befinner seg i jordas
tyngdefelt vil til enhver tid bli pavirket av en tyngdekraft

=

G [1, s. 126] jf. Figur 1, der

G=m-j (1)
er rettet nedover mot jordens massesentrum, og g er tyngde-
akselerasjonen — ogsa rettet mot jordens massesentrum. Nar
legemet befinner seg pa et underlag hvis vinkel mot jordas
overflate er 3, kan tyngdekraften GG dekomponeres i dens
parallellkomponent G, og normalkomponent G, slik at

= G, =G -sin
G=CGr=0Csinp (2)

G, =G -cosp

Videre vil legemet ha en normalkraft N [1, s. 126]

som er rettet ortogonalt oppover fra kontaktpunktet med
overflaten, slik at

Utkast levert til Christoph Franzen

Underlag

Figur 1: Kreftene som virker pa kulen under bevegelse.

Siden legemet triller uten sluring nedover pa underlaget,
vil det opparbeide seg en viss kinetisk rotasjonsenergi K.
Konsekvensen av dette er at en viss rotasjonskraft Fr
virker i motsatt retning av legemets fart v, og vil derfor
motsette seg endringer i farten. Tilsvarende vil legemet
tape kinetisk rotasjonsenergi nar det senere ruller oppover,
slik at F'r na virker med fartsretningen ¢. Dette fenomenet
kan oppsummeres i at

- w
|Fr|l=1p- —
r

- I()a

(4)

hvor r er kulens radius jf. Figur 1 og I er kulens treghets-
moment [1, s. 308].

Ettersom rommet som legemet beveger seg i er luft-
fylt, vil partiklene i luften kollidere mot legemet nar det
beveger seg i sin bane. Dette vil gjore at legemet brem-
ses, og en samlet kraft forarsaket av alle disse kollisjonene
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er luftmotstanden L. Denne vil altsi virke mot legemets
bevegelsesretning. Hastigheten som legemet maksimalt til-
tar vil alltid veere sa lav at luftstrgmmen rundt den er
laminger. Som en fplge av dette vil luftmotstanden veere
proporsjonal legemets hastighet ¢. Videre vil ujevnheter
1 underlaget og legemets overflate bremse det ned med
en friksjonskraft Rk, 0gsa proporSJonal med hastigheten
v. Proporsjonalitetskoeffisientene til L og Rk kan samles
under konstanten k, og slik kan de to kreftene behandles
som én kraft Ftot L+ Rk, som er av stgrrelsen

Fo, = ki (5)

Det antas i dette forsgket at kulen aldri mister kon-
takten med underlaget, og det kan derfor sees bort ifra
akselerasjonen a,,, og dermed ogsé kreftene > F,, = G,,+N,
som virker ortogonalt pa banen. Kreftene F}, som virker
parallelt med banen er gitt ved (6).

> F, =|G,| — |Fr| — | Fiotl (6)

2,
Jf. Newtons 2. lov ma ogsd Y F), = mdd;”. I henhold
d;;’” veere gitt ved (7).

til (6) vil akselerasjonen i a-retning

d?s,  —g-sin(f) — kb
= ot cos(B) (7)
Likning (7) kan lgses numerisk med Eulers metode [2]

for & finne v, [t] og deretter s,[t] gitt ved likningene

= Uz [tn] + az[tn] : (tn+1 - tn) (8)
= Sl[tn] + Uz [tn] (tng1 —tn) 9)

En forutsetning for & kunne lgse (8) og(9) vil altsd vaere
& kjenne initialbetingelsene s, [to] 0g v.[to].

Under eksperimentet vil alle malte stgrrelser medfgre
en viss usikkerhet. Utstyret som blir brukt til maling av
forskjellige stgrrelser vil ha sin maleungyaktighet spesifisert
og som ma tas hensyn til nar malte stgrrelser blir brukt til
videre beregninger eller drgfting av resultater. Et mal pa
usikkerheten til hver enkelt méling kalles for standardav-
viket, 0z, og er det gjennomsnittlige avviket av N antall
malinger fra den mest sannsynlige verdien pa maélingen,
gitt ved

Vg [tn—i-l]
Sx [tn—i-l]

1 N

N_1 Z (z; —)° (10)

i=1

oxr =

hvor T er gjennomsnittet av N antall malinger.

I stgrrelser som blir avledet — dvs. beregnet av en eller
flere malte stgrrelser, vil usikkerheten fra de malte steor-
relsene propagere til den avledete stgrrelsen. I en avledet
storrelse, f(x,y,...), vil usikkerheten til f, f, veere gitt
ved Gauss’ feilforplantningslov gjengitt i (11) [3].

o= (%oe) s ()

3. Eksperimentell metode

Figur 2 illustrerer U-banen som ble benyttet i forsgket.
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Figur 2: Illustrasjon av U-banen. Estimert basert pa datapunk-
tene fra forsgket.

Under utfgringen av eksperimentet blir en neoprenbe-
lagt stalkule med masse m = (29,9 + 0,01)g sluppet ned
U-banen i Figur 2. Bevegelsen til ballen filmes ved hjelp av
et hgyhastighetskamera som er plassert (1,5+0,001) meter
fra opphengsveggen. Videoinnspillingen blir gjort med bilde-
frekvens pa 100 bilder per sekund. Deretter blir bevegelsen
tallsatt i et koordinatsystem ved bruk av videoanalysepro-
grammet Tracker[4]. Tracker analyserer bevegelsen til kulen,
og generer et datasett med x- og y-verdier for tidsverdier
med et intervall At = 10 ms.

Den teoretiske modellen beskrevet i Kapittel 2 baserer
seg pa at kulen ruller uten sluring, og aldri mister kontak-
ten med banen. Dette kan bekreftes visuelt ved a studere
videoen av bevegelsen til kulen.

Forsgket gjennomfgres 10 ganger slik at en gjennom-
snittsverdi og et standardavvik for kulens posisjon kan
beregnes.

Rullebevegelsen reproduseres numerisk ved & lgse lik-
ningene (8) og (9) med Eulers metode. Den gjennomsnitt-
lige startposisjonen til kula benyttes som initialbetingelsen
sz[to], og initialbetingelsen v, [to] settes til 0.

Et 15-gradspolynom y(z) bestemmes ved minste kvad-
raters metode basert pa datapunktene fra alle forsgkene.
Grafen til dette polynomet vises i Figur 2.

Ekstremalpunktene m,, til s, (¢) identifiseres for hvert
forsgk, og de gjennomsnittlige ekstremalpunktene m,, kalk-
uleres. Differensialligningen (7), med /3 beregnet ut fra y(x),
lgses deretter numerisk ved Eulers metode for forskjellige
verdier av k.

For hver simulering identifiseres ekstremalpunktene r,,
til s.[t], og Mean Squared Error (MSE) sammenlignet med
de eksperimentelle verdiene kalkuleres som i (12). Den
verdien av k som gir minst mulig MSE antas & veere den
beste tilnsermingen av k.
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4. Resultater

Fra metoden i Kapittel 3 ble rullefriksjonskoeffisienten
k bestemt til k = (2,8-1073£0,0007)kg/s. Ved & tilnaerme
k som et Taylorpolynom av 1l.orden, ble usikkerheten i
k beregnet ved & betrake usikkerheten til malingene for
massen og posisjonen til kulen i Gauss feilforplantningslov,
fra Liking (11).

Figur 3 viser v,(t) fra et representativt datasett sam-
men med de numeriske beregnede verdiene for v,[t] med k
innsatt. Legg merke til at kulen starter med negativ fart.
Dette er fordi positiv fart ble definert mot hgyre, og kulen
startet bevegelsen mot venstre.
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Figur 3: Malte eksperimentelle verdier for kulens fart i x-
retning (med positiv retning mot hgyre) v, (t) (bld), og numerisk
beregnede verdier v;[t] (red).

Tilsvarende viser Figur 4 s,(t) fra et representativt
datasett sammen med de numeriske beregnede verdiene for
sz [t] med k innsatt.

Figur 5 viser ekstremalverdiene til posisjonen i x retning
numerisk s, [t] og eksperimentelt s, (t).

5. Diskusjon

A bestemme hvorvidt estimatet for friksjonskoeffisien
k er et godt resultat er vanskelig, ettersom det ikke finnes
noen teoretiske verdier, eller andre liknende forsgk & sam-
menlikne det med. En god indikator pa at resultatet er
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Figur 4: Malte eksperimentelle verdier for kulens posisjon i x-
retning (med positiv retning mot hgyre) s, (¢) (bld), og numerisk
beregnede verdier s;[t] (rgd).
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Figur 5: Denne grafen sammenligner ekstremalpunktene r,
(bla) og My, (rod).

korrekt er at grafene til de numeriske beregningene stemmer
godt overens med grafene til de malte verdiene. Samtidig
males ofte rullefriksjonskoeflisienten til nye sykkelhjul til
mellom 0,0025 og 0,005[5], slik at verdien for k, som er
inklusiv bl.a luftmotstand, fremstar sannsynlig for en liten,
massiv kule pa en plastbane.

En betydelig grad av usikkerhet er tilstede i resultatet.
Forplatningsfeilen i k, beregnet ved Gauss’ feilforplatnings-
lov fra likning (11) er £0,0007. Dette betraktes som en
relativt stor usikkerhet. Dette skyldes usikkerhet i maling
av kulens masse og malefeil i analyseprogrammet Tracker.



Spesielt malefeil i Tracker bgr nevnes. Koordinatsystemet
har neppe blitt plassert helt likt i analysen av de 10 for-
skjellige mélingene og feil i dataene for kulens posisjon ma
derfor antas & spille inn her.

Det ma i tilegg nevnes at linsefeil vil oppsta. Avstanden
fra kameraet til opphengsveggen var (1,5 4 0,001) meter.
Ettersom denne avstanden er relativt liten, kan det gi en
betydelig linsefeil.

Figur 4 viser at de numeriske beregningene er ute av fase
med de malte eksperimentelle verdiene. Dette er indikasjon
pa at verden ikke er sa lineser som modellene tilsier. Som
Figur 3 viser er amplituden til den eksperimentelle farten
omtrent dobbelt s& stor som amplituden til den numerisk
beregnede farten. Dette skyldes en ukjent feil.

6. Konklusjon

Friksjonskoeffisienten til en kule i en U-bane ble bestemt
ved og analysere bevegelsen til kulen ved et datanalysepro-
gram og gjennomfgre numeriske beregninger. Friksjonsko-
effisiten ble bestemt til (2,8 - 1073 £ 0,0007)kg/s.

Hvorvidt dette er en god beregning eller ikke er vanskelig
a si, men en god indikator pa at resultatet er rimelig er at
numeriske beregninger stemmer godt overens med malte
verdier.
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